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CLASA A IX-A
SOLUTII ST BAREMURI ORIENTATIVE

Subiectul 1. Fie (a,)n>1 un gir de numere reale cu proprietatea ca
|ant+1 — an| < 1, pentru orice n € N*| iar (b,),>1 sirul definit prin

_a1+a2+---+an
= o .

bn

Sa se arate ca |b,1 — b,| < %, pentru orice n € N*.

Solutie. Din faptul ca |a,4+1 — a,| < 1, deducem, folosind inegalitatea
modulului, ca |a, — a,,| < |n — m|, pentru orice n,m € N* ........ 3 puncte
Obtinem ca
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.................................................................. 4 puncte

Subiectul 2. Fie A ={1,2,...,n}, unde n € N, n > 6. Sa se arate ca A
este reuniunea a trei multimi, disjuncte doua cate doua, cu acelasi cardinal
si aceeagi suma a elementelor, daca gi numai daca n este multiplu de 3.

Solutie. Daca A = BUCUD,cu BNC=CND =DNB =0si
|B| = |C| = |D|, atunci |A| = 3|B], deci 3|n.............coii 1 punct

Reciproc, fie n € N, n > 6, n multiplu de 3.

i) Daca n = 6p, p € N*, atunci fie

B={6k+16k+6|k=0,1,....,p—1}

C={6k+2,6k+5|k=0,1,...,p—1}

D={6k+3,6k+4|k=0,1,....p—1} ..., 3 puncte



Aceasta partitie satisface evident conditiile din problema.

ii) Dacan = 6p+ 3, p € N*:

a) pentru p=1fie B={1,5,9},C ={2,6,7},D ={3,4,8}..... 1 punct
b) Pentru p > 2, consideram

B ={1,5,9} U{6k+ 10,6k + 15|k =0,1,...,p — 2}
C={2,6,7tU{6k+11,6k+14|k=0,1,...,p—2}

D =1{3,4,8} U{6k+12,6k+13|k=0,1,...,p—2}......... 2 puncte

Subiectul 3. Sa se gaseasca valorile numarului natural n pentru care

2n
{—} este o putere a lui 2.
n

Solutie. Fie 28 = [Z'] cu k € N; atunci n2" < 2" < n(2F + 1), deci

exista r €N, 0 <r <n—1astfel incat 2" =n2* +r .............. 1 punct
i) Daca 2F < n, atunci 2" < n? +n. Prin inductie rezultd 2" > n? +n
pentru n > 5. Se verifica can =4 convine ........................ 2 puncte

ii) Pentru n > 5 avem 2F > n, deci 28 > r. Dar 2" = n2F +r implica 2*|r
de unde r = 0, ceea ce atrage n = 2", deci n este o putere a lui 2.
Prinurmare n € {2P |[p e N} 4 puncte

Subiectul 4. Fie ABC' D un patrulater inscriptibil. Notam cu P punctul
de intersectie a dreptelor AD si BC', si cu () punctul de intersectie a dreptelor
AB i CD. Fie E al patrulea varf al paralelogramului ABC'E si F' intersectia
dreptelor CE si PQ). Demonstrati ca punctele D, F/, F' si () sunt conciclice.

Solutie. Cum /BAP = ZDC'P, triunghiurile BAP si DC'P sunt aseme-

nea. Deci
BA_BP N
DC — DP (
.................................... 1 punct Avem ca ZCDP = ZCBQ
(sau suplementul) si ZBCQ ( sau ZPCD = 180° — ZBC(@ ). Cu teorema
sinusurilor in triunghiurile BC'Q, DC P obtinem

cP_CQ

i 2
DP  BQ 2)
.................................................................. 2 puncte
Mai observam ca:
CF CP
o= ®)
BQ ~ BP
si din paralelogram EFC' = AB (4)
Asadar
AB-CP - BQ
EC-CF =
BP
conform (3) si (4), cantitate egala cu % conform (1), egala cu DC-CQ
conform (2). Asadar D, E| F, () sunt conciclice. ................... 4 puncte



